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Résumé. L'objectif de cette étude est I'estimation d'un quantile extréme dans le
cas de données dichotomiques de dépassement de seuil. La problématique est issue d’'un
cas industriel : I’étude de la résistance d’'un matériau pour des probabilités de rupture
cibles trés faibles. La méthode proposée est séquentielle et consiste & décomposer la
probabilité de I’événement rare en un produit d’événements conditionnels. Elle se fonde
sur l'utilisation de résultats sur les lois limites de dépassements de seuil.

Mots-clés. Méthode séquentielle, Valeurs extrémes, Estimation de quantile, Don-
nées incomplétes

Abstract. The objective of this study is the estimation of an extreme quantile based
on a sample of dichotomic data corresponding to peaks over a threshold. It comes from
an industrial case : what stress can be applied to a material to guarantee a long lifetime
with high probability. The approach is sequential. It consists in decomposing the target
probability level, which is very low, into a product of probabilities of conditional events
of higher order.
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1 Cadre industriel : détermination de la contrainte
admissible en fatigue des matériaux

Les piéces de turboréacteurs subissent différents types de sollicitations qui peuvent
conduire a leur endommagement. Cette étude s’intéresse a la résistance de piéces sou-
mises a ’application cyclique d’une charge (cf. figure 1). On parle alors d’endommage-
ment en fatigue.

Afin d’étudier la résistance d’'un matériau, des études expérimentales sont menées,
reproduisant les conditions de vol. Les résultats de ces plans d’essai permettent de
caractériser le comportement en fatigue d’un matériau.
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FIGURE 1 — Application de cycles d’effort sur un matériau

Omin €t Omax sont les niveaux de contrainte maximale et minimale; o,,, le niveau moyen et
0q = Tmafmin g contrainte alternée, définie comme la demi amplitude de la variation du
chargement.

Ces travaux ont pour objet la caractérisation du niveau de contrainte s, qui peut
étre appliqué sur un matériau, afin de garantir une durée de vie ng trés grande avec une
probabilité 1 — o ol o ~ 1073, Formellement, notons N la durée de vie d’'un matériau
et S le niveau de contrainte appliqué, la quantité cible s, est le seuil vérifiant :

So = arginf P(N <ng|S =s) <« (1)

La finalité est de proposer une méthode d’estimation robuste de cette contrainte
admissible a partir du plus petit nombre d’essais possibles.

2 Modélisation

La modélisation retenue fait intervenir une variable R,,, correspondant a la résis-
tance interne du matériau pour un horizon de vie nq fixé. R est définie comme le niveau
de contrainte en dessus duquel le matériau rompt avant ny.

La résistance est ainsi la variable d’intérét de l'étude. Elle est homogéne a la
contrainte et sa loi Py est telle que :

P(N <nglS=s)=P(R<5s) (2)
Ainsi, le seuil admissible recherché est le quantile d’ordre « de la distribution de la
variable d’intérét R.

Cependant, au cours des essais de fatigue, la résistance n’est pas observée. En effet,
les résultats sont les couples formés par les temps a rupture et les sollicitations appli-
quées. R est une variable latente dans le modéle et I'information pertinente dont on



dispose est définie par (2) : Y = 1z, =1 N<no|S=s, indiquant si I’éprouvette a rompu
sous une contrainte s & une durée inférieure a ng, cela signifie que sa résistance était
inférieure & s.

3 Meéthodologie d’estimation d’un quantile extréme

La principale difficulté consiste & étudier la survenue d’un événement qui n’est pas
observé dans des conditions standards d’essai, ce qui oblige & extrapoler a partir de
la loi estimée. Or 'estimation de la loi se fonde sur un échantillon réduit de données
censurées a droite et a gauche (indicatrices de dépassement de seuil).

3.1 Splitting

Afin de se ramener & des problémes d’estimation moins difficiles, la probabilité a est
réécrite comme le produit de probabilités de niveaux plus élevés et donc plus facilement
évaluables & partir d’'un nombre limité d’observations. Formellement, I’événement { R <
Sqt peut se décomposer en l'intersection d’événements conditionnels. Soit une série de
m événements inclusifs {R < s,} = {R < s;,} C -+ C {R < s1}, avec s, = Sy <
Sm—1 < ... < s1, la probabilité de rupture sous s, se réécrit alors :

m—1
Po(R < sa) = Po(R < 51) [[ Po(R < 5541 | R < s)) (3)
j=1
La détermination des seuils (s;);j=1,.m est fonction de I'ordre des probabilités
(Po(R < sj41 | R <'s5));, qui est lui-méme le résultat d’'un arbitrage entre le nombre
d’essais & réaliser et le nombre de niveaux de contraintes nécessaires & la reconstitution
de a. En pratique, p est fixé entre 20 et 30 %.

La décomposition (3) a pour but de faire apparaitre une méthode séquentielle de
détermination de s,.

On pose une hypothése paramétrique sur la loi de R.

1. Un premier seuil s; est fixé et les premiers essais sont réalisés : Y7,...,Y,, avec
Yz’ = ]lRi<s1 )

2. Estimation de la loi de R, et détermination de s9, le quantile & p =~ 20% de la
loi Py ;

3. Pour j =2,...,m — 1, n essais sont réalisés en s;.

4. Détermination du quantile s;4; d’ordre p de la loi conditionnelle de R | R < s;;



3.2 Modélisation de la loi de la résistance

La loi de la résistance est modélisée par une transformation d’une loi de Pareto
Généralisée. La motivation est la suivante : la loi GDP correspond au régime limite de
probabilités de dépassements de seuil renormalisés d’'une variable aléatoire positive.

Soit R = %,

~ 1 ~ 1
ImP(R<z|R<s)= limIP’(R>—\R>—>:G(:c)
5—0 1 x S

S
xr<s 1

ou, (¢ est de la forme :

1—m@:{(

x>0 sic>0
0<z< —% sic<O0
La GDP possede une proprié¢té de stabilité qui facilite la décomposition en produit
de probabilités conditionnelles. En effet, si R ~ GPD(c, ag), de f.d.r G, alors et la loi
conditionnelle de R — S‘E > s~ GPD(c,as), avec as = ag + cs, de f.d.r Gs.
On suppose donc R ~ GPD(c,aq). L’équation (3) se réécrit avec R : pour une

avec

séquence de niveaux S,, > S;,—1 > - > Sq,
m—1
Po(R > gm) = P(R > gl) H ]P)()(R > §j+1|R > gj)
j=1
m—1
=G(s1) || G5 (Si41 — 55)
j=1
~ \ —1/em—1 ~ ~\\ —1/c
— (1 + ﬁ) H (1 4 c(Sj41 S;))
Qo ; @

3.3 Procédure d’estimation

La nature dégradée des données rend 'estimation difficile : les méthodes classiques
d’estimation (maximum de vraisemblance ou minimum de divergence) ne permettent
pas a elles seules d’obtenir une estimation correcte des paramétres. En effet, il existe
tout un ensemble valeurs des paramétres quasiment équivalentes du point de vue des
critéres d’estimation considérés. Pour pallier ce probléme, I’approche retenue consiste
a ajouter un critére de discrimination.

La procédure ayant pour but I'estimation d’un quantile, la solution retenue consiste
a intégrer un critere de stabilité sur ce dernier.
Ainsi, & chaque étape j,



1. Une série de n essais est réalisée au seuil en cours s;. A partir de la proportion
de dépassements observés (ruptures) p; = + >°.Y;, on construit un intervalle de
confiance d’ordre (3, noté Ig(p;).

2. L’ensemble des paramétres assurant que la proportion théorique, définie par le
modele de Pareto, appartient a /g est obtenu en utilisant un algorithme d’opti-
misation ensembliste (SAFIP [5]) :

S; = {(@an)r : pjp = Gopay, € 15}

3. Parmi §;, le couple de paramétres retenu est celui qui satisfait au mieux un
critére de stabilité sur les quantiles précédents, soit :

(¢ a*) = arglinin |G(gi,ak)(@—1) — sj-1|

ou bien, en utilisant un critére prenant en compte tous les résultats obtenus au
cours des étapes précédentes :

j
(c",a") = arg}inin > N|G G ) (Pe) — st
=1

avec > 7_ Ay = 1.

La procédure a été testée sur données simulées en comparaison avec d’autres mé-

thodes séquentielles d’estimation. De plus, les résultats ont été comparés a ceux obtenus
sur données complétes (i.e. & partir d’observations directes de la résistance). Ces derniers
fournissent une borne supérieure des performances de la méthode d’estimation.
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