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Résumé. Divers algorithmes utilisés en géométrie algorithmique et en inférence
géométrique utilisent, explicitement ou non, la connaissance de directions tangentes.
Étant donnés une sous-variété M ⊂ RD et un point de base x ∈ M , l'espace tangent
TxM est dé�ni comme la meilleure approximation linéaire de M en x. Le but de l'exposé
est d'étudier les vitesses minimax d'estimation d'espaces tangents à partir d'un nuage
de points. Après avoir motivé leur étude, on introduira une classe de sous-variétés Ck
en analogie avec les classes de Hölder Ck(L). Nous proposerons un estimateur construit
à partir de polynômes locaux et nous étudierons ses propriétés non asymptotiques en
soulignant l'in�uence de la dimension et de la taille d'échantillon. Les bornes inférieures
minimax seront détaillées dans les cas où le point de base est �xe et lorsqu'il est aléatoire.

Mots-clés. Inférence géométrique, plans tangents, polynômes locaux, vitesse de con-
vergence, minimax

Abstract. Algorithms commonly used in computational geometry, for instance in
the �eld of shape reconstruction, take advantage of some prior knowledge of tangent
directions. IfM is a submanifold of RD and x ∈M , the tangent space ofM at x, denoted
by TxM , may be thought of as the best linear approximation ofM around x. In this talk,
we investigate the minimax rates of tangent space estimation from a n-sample. These
minimax rates are derived over regularity classes of Ck submanifolds that are designed
similarly to Hölder regularity classes Ck(L). An estimator based on local polynomials is
proposed, whose non-asymptotic dependency on the sample size and ambient dimension
over the regularity classes will be studied. The associated lower bounds are derived in the
two cases whether the basis point x is �xed or random.

Keywords. Geometric inference, tangent spaces, local polynomials, minimax conver-
gence rates

1 Introduction

Certains types de données, comme la répartition des galaxies dans l'univers, des points sur
une surface ou encore des paramètres physiques soumis à des contraintes, peuvent être
modélisés comme s'organisant autour d'une structure de dimension réduite, une sous-
variété M de dimension d de l'espace ambiant RD. Ces structures, pour peu qu'elles
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Figure 1: Droites tangentes à une courbe fermée du plan.

soient su�samment régulières, peuvent être approchées localement par des sous-espaces
vectoriels de dimension réduite. Sur cette hypothèse d'approximation linéaire locale sont
basés plusieurs outils d'inférence géométrique des caractéristiques de cette variété support
M , que l'objet d'intérêt soit la variété elle-même, via les algorithmes de reconstruction
tels le Tangential Delaunay Complex [2], ou d'autres quantités structurelles telles le reach.

Pour beaucoup de ces algorithmes, la qualité d'estimation des espaces tangents joue un
rôle déterminant. Dès lors plusieurs études ont cherché à en déterminer des estimateurs
avec des garanties théoriques. Le critère communément utilisé pour témoigner de la qualité
d'un estimateur T̂xM du plan tangent cible TxM est la déviation en angle

∠(T̂xM,TxM) := ‖πT̂xM − πTxM‖op = max
j=1,...,d

| sin(θj)|,

où πT est la projection orthogonale de RD sur T , et les θj sont les angles principaux
obtenus à partir de la décomposition en valeurs singulières de πT − πT̂ (voir par exemple
le chapitre 2.6 de [7]).

L'estimateur le plus fréquemment proposé dans un cadre probabiliste pour TxM ([1],
[9], [8]) est basé sur une ACP locale du nuage de points au voisinage du point x. De ce
point de vue les directions tangentes sont assimilées aux directions capturant au mieux
l'étalement du nuage de point constitué par les voisins de x. Les di�érents résultats
obtenus pour cet estimateur T̂PCA,x mettent en relief l'in�uence de la régularité de la var-
iétéM . Informellement, pour une variété de classe C2, [1] montre que ∠(T̂PCA,xM,TxM) .
n−1/d, tandis que pour une variété de classe C3, [8] obtient ∠(T̂PCA,xM,TxM) . n−3/(d+2).

Cependant, des estimateurs prenant en compte, pour des régularités plus élevées,
le caractère localement polynomial des paramétrisations de ces variétés semblent mener
vers des vitesses de convergence plus élevées ([4], [3]). Par exemple, [4] prouve qu' un
estimateur T̂xM basé sur la l'interpolation locale des points y autour de x par une formule
de type y−x = π(y−x)+(y−x)tT2(y−x)+O(‖y−x‖3) mène à une vitesse de convergence
de type ∠(T̂xM,TxM) . (1/n)−2/d, où l'estimateur T̂ est le sous-espace vectoriel associé
au projecteur interpolant π dans la formule ci-dessus. En nous basant sur cette idée,
nous nous sommes interrogés sur l'optimalité de ce type de procédure lorsqu'un ordre
de régularité k est �xé. Par ailleurs, les résultats proposés dans [4] et [3] exhibant une
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dépendance quadratique de la déviation en angle en la dimension ambiante, nous avons
cherché à déterminer le rôle précis de la dimension ambiante dans les vitesses d'estimation.

Etant donné un ordre de régularité k, et un n-échantillon X1, . . . , Xn tiré sur M
suivant la loi P ∼ fλM , avec 0 < c < infx∈M f(x) ≤ supx∈M f(x) ≤ C, où λM désigne la
mesure uniforme sur M, nous proposons comme estimateur de l'espace tangent au point
Xi l'espace associé au projecteur π̂i dé�ni par

π̂i ∈ arg min
π,supp≥2 ‖Tp‖op≤h−1

P (i)
n

[
‖x− π(x)− T2(π(x), π(x))− . . .− Tk−1(π(x)⊗k−1)‖21B(h)

]
,

(1)

où h > 0 est une fenêtre à calibrer, P (i)
n est l'intégration par rapport à la mesure

1/(n − 1)
∑

j 6=i δXj−Xi , x
⊗k représente le vecteur (x, . . . , x) de dimension k × D, Bi(h)

est la boule Euclidienne de rayon h centrée en Xi, et Tp est un tenseur d'ordre p. Pour
que cet estimateur ait une chance d'approcher l'espace tangent, il semble nécessaire que
localement autour deXi les points de la variété s'ajustent à un tel type de paramétrisation.
Ce point est l'objet des classes de régularité dé�nies dans les sections suivantes.

2 Le cas particulier de l'ordre 2

Quand l'ordre de régularité est �xé à 2, la paramétrisation naturelle par les coordonnées
géodésiques est adaptée pour l'interpolation que nous nous proposons d'e�ectuer. Dé�nis-
sons C2τmin comme la classe des variétés C2 dont le reach τM est minoré par τmin > 0 (la
condition de reach minoré est légèrement plus forte qu'une condition de courbure unifor-
mémement bornée, voir [5] par exemple). Alors, si M ∈ C2τmin , on peut écrire, pour y
su�samment proche de x de manière à ce que y = expx(v) pour un vecteur v dans TxM ,

y = x+ v + Nx(v), (2)

où Nx est une fonction C1,1 véri�ant

Nx(0) = 0, d0Nx = 0, ‖dvNx‖op ≤ L⊥ ‖v‖ ,

avec L⊥ = 1/(2τmin). Une telle décomposition étant acquise, on peut alors obtenir le
résultat de convergence suivant pour les plans tangents obtenus par interpolation à l'ordre
1 (ce qui revient à une ACP locale) avec une fenêtre de type h = (C log(n)/n)1/d,

E max
i=1,...,n

∠(T̂i, TXiM) ≤ C

(
log(n)

n

) 1
d

,
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où la constante C ne dépend pas de la dimension ambiente. Cette borne supérieure est
similaire à celle obtenue dans [1]. De plus, on montre que cette vitesse de convergence est
optimale à un facteur log près sur la classe C2

τmin
, c'est à dire

inf
T̂

sup
M∈C2

τmin

E∠T̂ , TX1M ≥ c

(
1

n

) 1
d

,

où la constante c dépend aussi des paramètres des densités considérées (minoration et
majoration). À l'ordre de régularité 2, les estimateurs d'espaces tangents par ACP locale
sont donc optimaux.

3 Ordres de régularité supérieurs à 3

Si l'on se donne une variété de classe Ck, où k ≥ 3, la paramétrisation exponentielle donnée
n'est plus su�samment régulière pour permettre de capturer les variations d'ordre k−2 au-
tour d'un point x. Par conséquent, pour k ≥ 3 et des paramètres τmin, L⊥, L3, . . . , Lk, nous
dé�nissons par analogie avec (2) la classe de régularité Ckτmin,L⊥,L3,...,Lk

comme l'ensemble
des variétés M ∈ Ck de reach minoré par τmin telles qu'il existe pour tout x de M une
paramétrisation Ψx : TxM →M véri�ant, pour tout y assez proche tel que y = Ψx(v),

y = x+ v + Nx(v), (3)

où cette fois-ci Nx est de régularité Ck−1,1 et véri�e

Nx(0) = 0, d0Nx = 0,
∥∥d2vNx

∥∥
op
≤ L⊥,

∥∥divNx

∥∥
op
≤ Li pour 3 ≤ i ≤ k.

Une famille de paramétrisations de cette forme existe toujours pour une variété compacte
M de RD de classe Ck, pourvu que l'on autorise τ−1min, L⊥, . . . , Lk à être assez grands. Pour
M ∈ Ckτmin,L⊥,L3,...,Lk

, les espaces tangents donnés par interpolation locale à l'ordre k − 1

avec le même type de fenêtre h = (C log(n)/n)1/d donnent le résultat suivant,

E max
i=1,...,n

∠(T̂i, TXiM) ≤ C

(
log(n)

n

) k−1
d

,

généralisant ainsi la borne obtenue à l'ordre 2 et garantissant une meilleure vitesse de
convergence que les estimateurs obtenus par ACP locale. Là encore, la constante C ne
dépend pas de la dimension ambiante. En�n, cette vitesse est quasi optimale sur la classe
de régularité considérée, pour laquelle on a

inf
T̂

sup
M∈Ckτmin,L⊥,L3,...,Lk

E∠(T̂ , TX1M) ≥ c

(
1

n

) k−1
d

,
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où c dépend des constantes du modèle géométrique Ckτmin,L⊥,L3,...,Lk
ainsi que des bornes

sur la densité par rapport à la mesure uniforme sur M . On peut noter que les bornes
minimax proposées prennent une espérance en le point de base X1 sur lequel l'estimation
est e�ectuée. Les même bornes sont valides si on �xe le point d'intérêt x ∈M .

4 Conclusion et perspectives

On peut résumer les résultats obtenus de la manière suivante: pour une variété M dont
la paramétrisation est régulière à l'ordre k, la vitesse d'estimation optimale des espaces
tangents est de l'ordre de (1/n)(k−1)/d et ne dépend pas de la dimension ambiante. Cette
vitesse est atteinte pour les ordres de régularité supérieurs à 3 par interpolation polyno-
miale locale, là où les estimateurs par ACP locale o�rent des garanties moindres.

Le sujet de l'estimation des quantités d'ordre 2 et leurs liens avec la courbure de la
variété semble aussi découler naturellement de cette procédure d'interpolation par poly-
nomes locaux. Des résultats préliminaires tendent à prouver que regarder l'ordre 2 dans
notre interpolation polynomiale fournit un estimateur de la seconde forme fondamentale
(vue comme une forme quadratique) à l'ordre (1/n)(k−2)/d, pour une variété dans la classe
Ckτmin,L⊥,L3,...,Lk

. Par ailleurs, d'autres résultats obtenus par E. Aamari, J. Kim, F. Chazal,
B. Michel, A. Rinaldo et L. Wassermann suggèrent que la vitesse d'estimation du reach
est de cet ordre pour k = 3. Il semble alors pertinent de chercher à déterminer si la vitesse
d'estimation du reach s'améliore de la même manière quand la régularité croît, ou si ces
deux problèmes sont de natures fondamentalement di�érentes.

Une dernière perspective ouverte par cette procédure d'interpolation locale est la re-
construction e�ective de la variété source par recollement de morceaux de polynômes
locaux. Là encore, quelques résultats préliminaires suggèrent qu'un tel estimateur de var-
iété atteindrait une vitesse de convergence en terme de distance de Hausdor� de l'ordre de
(1/n)k/d, généralisant ainsi aux ordres de régularité plus élevés les résultats d'estimation
de variété à l'ordre 2 présentés dans [6].
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