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Résumé. Dans ce travail, nous étudions les propriétés asymptotiques (convergence et
normalité) de l'estimateur des moindres carrés des parametres d'un modele FARIMA
(pour Fractionally AutoRegressive Integrated Moving-Average) avec un bruit non corrélé
mais qui peut contenir des dépendances non linéaires. Les modeles FARIMA occupent
une place centrale pour la modélisation des processus a mémoire longue, ils permettent
d’identifier les phénomenes de persistance. Relacher I'hypothese standard d’indépendance
sur le bruit permet a ces modeles de couvrir une large classe de processus a mémoire
longue non linéaires. La convergence forte et la normalité asymptotique de 'estimateur
sont démontrées sous certaines hypotheses d’ergodicité et de mélange.

Mots-clés. Processus a mémoire longue, les modeles FARIMA, 'estimateur des moindres
carrés, la consistance, la normalité asymptotique . ..

Abstract. This work considers the problem of estimating a fractionally integrated auto-
regressive moving average (FARIMA) model when only ergodic and mixing assumptions
can be made concerning the noise process. Relaxing the independence assumption consi-
derably extends the range of application of the FARIMA models, and allows to cover
linear representations of general nonlinear processes. The method of least squares is used
to estimate the parameters of the model. Strong consistency and asymptotic normality
are shown to hold for the estimator.

Keywords. Long memory process, FARIMA models, least squares estimator, consistency,
asymptotic normality ...



1 Introduction

La notion de mémoire longue est apparue au début des années 1950, historiquement pour
I’étude du comportement inhabituel des niveaux du fleuve Nil en Egypte (voir Hurst
[1951], Mandelbrot [1965]). Les processus a mémoire longue occupent une place de plus
en plus importante dans la littérature des séries temporelles (voir Granger and Joyeux
[1980], Fox and Taqqu [1986], Beran [1992]). En effet, les processus & mémoire longue
s’averent plus adaptés a 1’étude de certaines séries chronologiques issues par exemple de
I’hydrologie, 1’économie, la climatologie, I'économétrie financiere et les trafics informa-
tiques.

Afin de modéliser le comportement de mémoire longue, plusieurs modeles peuvent étre
utilisés. Les processus FARIMA sont parmi les modeles les plus connus et les plus utilisés
dans ce contexte, ils sont une généralisation des modeles ARIMA, pour lesquels le pa-
rametre de différenciation est un entier. Les processus FARIMA permettent au parametre
de différenciation de prendre des valeurs réelles.

Nous appelons FARIMA forts les modeles standards dans lesquels le terme d’erreur est
supposé étre une suite indépendante et identiquement distribuée (i.e. iid), et nous parlons
de modeles FARIMA faibles quand les hypotheses sur le bruit sont moins restrictives. Le
probleme qui nous préoccupera sera ’analyse statistique de ces modeles.

Plusieurs méthodes d’estimation des parametres des modeles FARIMA forts ont été pro-
posées depuis les années 1950. Sous certaines conditions de régularités fortes sur la densité
spectrale du processus, Dalhaus [1989] a montré la convergence et la normalité asympto-
tique de 'estimateur du maximum de vraisemblance exacte des parametres d’un modele
FARIMA (p,d, q) et Fox et Taqqu [1986] ont établi les propriétés asymptotiques de 'esti-
mateur du maximum de vraisemblance approximé de Whittle [1951].

Francq et Zakoian [1998] ont montré la convergence forte et la normalité asymptotique de
Iestimateur des moindres carrés des parametres d’'un modeles ARMA (AutoRegressive
Moving-Average) faible. Dans ce travail, nous proposons une extension de leur procédure
aux cas des modeles FARIMA faibles. Nous établissons la convergence forte et la normalité
asymptotique des parametres des modeles FARIMA faibles. Une attention particuliere a
été consacrée a 'estimation de la matrice de variance asymptotique.



2 Modeles et hypotheses

Soit (X¢)iez un processus stationnaire au second ordre, a valeurs réelles, tel que pour tout
teZ,

a(L) (1 —L)* X, = b(L)e, (1)
ou (€:)tez est une suite de variables aléatoires centrées (E [¢;] = 0,Vt), non corrélées, et
de méme variance o2 > 0 sur un certain espace de probabilité (2, A, P). Les polynomes
a(z) =1+37 jaiz" et b(2) = 1+ 379, b;27 (p,g €Netay,...,ap,b1, ..., by € R) ont leurs
racines en dehors du disque unité et n’ont aucun zéro en commun et 0 < dy < 1/2.
Supposons, sans perte de généralité, que af, + bg # 0 (par convention ag = by = 1).

(1— L)% est I'opérateur de différenciation fractionnaire, il est défini en utilisant la formule
du bindéme généralisée par :

+oo
(1—L)*=> o,
§=0
ou pour tout j € N,

0 = LU—do)
7T+ D (=do)’

avec I'(.) est la fonction Gamma.

Le vecteur des vraies valeurs des parametres
PO /
00 = (CLl, as, ..., CLp, bl, bg, ceey bq, do)
appartient a l’espace compact des parametres

O = {8 = (017927 "'76p+qad),; CLQ(Z) =1+ 912 + ...+ szp

et bp(z) =1+ 6,112 + ... + 0,,,27 ont leurs zéros en dehors du disque unité}.
Pour tout 0 € ©, soit (€:(0)):ez le processus stationnaire au second ordre solution de
q
e(0) = ap(L)(1 = L)X, = > O,56-5(0), Vt € Z.
j=1

Remarquons, en utilisant ces notations, que €,(6y) = ¢ p.s. Vt € Z.
Etant donné une observation de longueur n, X, Xs, ..., X,,, les variables aléatoires ¢,(6)
peuvent étre approximées par é(6) définies récursivement comme solutions de

q
&(0) = ap(L)(1 — L)"X; = > Oyj61-5(0), YO <t <n.

Jj=1
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Les valeurs initiales inconnues sont remplacées par zéro :
Vi S 0, Xt =0et €t<9) = 0.

La variable aléatoire #,, est dite estimateur des moindres carrés de 6y, si, presque surement,
elle satisfait

Q,(6,) = min Qn(0),

0cO

ou
n

1 -
t=1
Pour prouver la convergence forte et la normalité asymptotique de I’estimateur des moindres
carrés, il sera commode de considérer la fonction

n

0u(8) = > é0).

t=1

2.1 Propriétés asymptotiques de I’estimateur des moindres carrés

Le premier résultat principal est la convergence forte de I’estimateur des moindres carrés,
cette propriété asymptotique est prouvée sous certaines conditions de régularités sur le
processus (€;)iez.-

Soit I’hypothese :

H1 : Le processus (€))7 est strictement stationnaire et ergodique.
Le premier résultat est donné par le théoreme suivant :

Théoréeme 1 (Convergence forte) Supposons que (X;);cz vérifie (1) et appartient &
L?. Sous les hypotheses précédentes et H1, nous avons

6, 2 6.
n—-+00
Le deuxieme résultat porte sur la normalité asymptotique de 'estimateur des moindres
carrés, il exige deux hypotheses supplémentaires, une sur les moments d’ordres 4 de (€;) ez
et les coefficients de mélanges et ’autre sur I'appartenance du vrai parametre a 'intérieur
de ’espace compact des parametres.

Notons F'  la o — algebre engendrée par {e, : u < t} et F°, la tribu générée par {e, :
u >t + k}. Alors, les coefficients de mélange forts (ae(h))pen+ du processus stationnaire
(€¢)tez sont définis pour tout h par :



a.(h) = sup | PLANB) — P(A)P(B) | .
AeFt , BEFZE,

Soient les hypotheses suivantes :

H2 : 1l existe un réel v > 0 tel que E[| ¢ [*7] < oo et les coefficients de mélange du
processus (€ )ez vérifient y ;- | h? (a7 < oo,

H3 : Nous avons 6y € O, ou O est l'intérieur de O.

La deuxieme partie de I’hypothese H2 sur les coefficients de mélanges est donnée dans

Donald W. K. Andrews [1991].

Théoréme 2 (Normalité asymptotique) Supposons que (X;);ez vérifie (1) et appar-
tient & L2. Sous les hypotheses du théoréme 1 et H2-H3, nous avons

Vi (B, = 00) =55 N (0,717,

n—-+00

ouJ = J(by), et I =1(6y), avec

2
J(0) = Tim {%Qn(ﬁ)} p.s. et I(0) = lim Var {\/E%Qn(ﬁ)} :

Remarque : Dans le cas fort, la matrice I vaut 202J, et donc la matrice de variance
asymptotique se réduit & 202J 1.

3 Estimation de la matrice de variance

Afin d’obtenir des intervalles de confiance ou de tester la significativité des coefficients
FARIMA faibles, il sera nécessaire de disposer d’un estimateur au moins faiblement
convergent de la matrice de variance asymptotique J1IJ~!. La matrice J peut faci-
lement étre estimée empiriquement par :

~ 2 [ 0&(6) 0&,(0)
‘]_n;{ 00 90" J,_5°

=0,

Notons

. 1 - . @et(e)
I=1 —>» T T, =2 0 .
ngr{}OVar{\/ﬁ; t}, ou Ty {et( ) 50 }990



Nous utiliserons la méthode d’estimation paramétrique de la densité spectrale introduite
par Berk [1974]. Notons ®@,.(2) = Ipiq11 + D1y Priz’, o1t @, 1, ..., @, sont les coefficients
de la régression des moindres carrés de ft sur ?t,l, e ft,r et par im la variance empi-
rique de ces résidus.

Théoréme 3 Supposons qu'il existe § > 0 tel que E [| ¢ [*™*°] < oco. Sous les hypotheses
du théoreme 2 et sous certaines hypotheses de régularités, nous avons

=& ' (1)S:, @7'(1) — 1

en probabilité quand r = 7(n) — oo et r3/n — 0 quand n — occ.
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