SELECTION DE MODELE BAYESIENNE EXACTE POUR
LANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Charles Bouveyron !, Pierre Latouche 2, et Pierre-Alexandre Mattei !

U Laboratoire MAP5, UMR CNRS 8145, Université Paris Descartes/Sorbonne Paris Cité
pierre-alexandre.mattei@parisdescartes. com,
charles.bouveyron@parisdescartes. fr
2 Laboratoire SAMM, EA 4543, Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne
pierre. latouche@univ-parisl. fr

Résumé. Nous présentons une méthode de sélection de modéle bayésienne pour dé-
terminer le nombre de composantes principales. Notre approche est basée sur un calcul
explicite de la vraisemblance marginale dans le cadre d'un nouvel a priori de type normal-
gamma. Ainsi, les probabilités a posterior: des modéles peuvent étre déterminées de fagon
exacte et un nombre d’axes optimal choisi. Les hyperparamétres sont choisis a ’aide d'une
méthode heuristique simple. Dans un cadre non-asymptotique, nous montrons a l’aide de
simulations que cette méthode exacte est compétitive avec les procédés habituels de sé-
lection de dimension, bayésiens ou non.
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Abstract. We present a Bayesian model selection framework to estimate the num-

ber of principal components. Our approach is based on a closed-form expression of the
marginal likelihood obtained using a new normal-gamma prior. Consequently, posterior
probabilities of models can be exactly computed and an optimal number of components
can be inferred. Hyperparameters are chosen using simple heuristics. In a non-asymptotic
framework, we show on simulated data that this exact method is competitive with both
Bayesian and frequentist state-of-the-art methods.
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1 Introduction

En dépit de son ubiquité s’étendant & I’ensemble des domaines de la statistique (Jol-
liffe et Cadimal, [2016)), I’analyse en composantes principales (ACP) ne bénéficie pas d’une
technique de détermination automatique du nombre d’axes largement acceptée. Générale-
ment, des critéres heuristiques sont utilisés par le praticien au regard des valeurs propres
de la matrice de covariance empirique des données. Cependant, cette méthode ancienne,
popularisée notamment par Cattell (1966)), est en général surpassée par d’autres approches
plus récentes, comme la validation croisée (Josse et Husson) 2012) ou des méthodes de
maximum de vraisemblance (Zhu et Ghodsi, 2006; [Bouveyron et al., 2011]).
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La sélection de modéle bayésienne (Robert], [2006, chap. 7) permet théoriquement de
proposer une réponse automatique a ce probléme. Cependant, dans le cadre des a priori
classiques, il n’existe pas d’expression explicite de la vraisemblance marginale et des ap-
proximations sont en général utilisées (Bishop, (1999; |Minka;, 2000; |Archambeau et Bach,
2009). Nous présentons ici un a priori de type normal-gamma permettant de calculer
exactement la vraisemblance marginale, et donc d’obtenir un choix de dimension optimal
d’un point de vue bayésien.

2 Sélection de modéle pour ’ACP probabiliste

Par la suite, on suppose donné un échantillon i.i.d. x1,...,x,, € RP que l'on souhaite
projeter sur un espace de dimension plus faible. Les observations sont stockées dans la
matrice X = (x1, ..., x,)7.

Le modele d’ACP probabiliste (ACPP) de [Tipping et Bishop| (1999) s’écrit

ouy; ~ N(0,1;) est un vecteur gaussien latent de dimension faible, W est une matrice de
paramétres de taille p X d et g;]c ~ N(0,0°L,) est un bruit gaussien d’écart-type o > 0
(indépendant du vecteur latent) pour tout ¢ € {1,...,n}. Tipping et Bishop| (1999)) prou-
vérent que 'estimateur du maximum de vraisemblance Wy, de W permet de retrouver
les axes principaux classiques de la matrice de données.

Afin de procéder a une analyse bayésienne, nous proposons d’utiliser des a priori
gaussiens indépendants wj, ~ N(0,¢7 1) pour j € {1,...,p} et k € {1,....,d} ou ¢ > 0
représente un hyperparameétre de précision.

De nombreux modéles bayésiens similaires ont été introduits, sans jamais que les vrai-
semblances marginales associées soient calculées exactement (Bishop, 1999; [Minka, 2000;
Archambeau et Bachl 2009) excepté dans le cas d’un modéle sans bruit inadapté au pro-
bléme de sélection de dimension (Bouveyron et al., [2016). En effet, comme le paramétre
de variance du bruit change considérablement lorsqu’on ajoute ou retire une dimension,
choisir un a priori pour ce parameétre est crucial si ’'on souhaite choisir d.

Ici, nous utilisons un a prior: gamma sur la variance du bruit

0? ~ Gamma(a, b), (2)

ot a > 0 et b > 0 sont des hyperparamétres positifs. En choisissant b = ¢/2, la loi
marginale des données devient une loi de Laplace généralisée, pour des raisons techniques
omises dans ce résumé — cf. [ Kozubowski et al.| (2013)) et Mattei| (2017)) pour plus de détails.
Plus précisément, on peut montrer que

Vie{l,...,n}, xi~GAL,(2¢7'1,,0,a+d/2), (3)
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FIGURE 1 — Différente courbes de vraisemblance marginale pour différentes valeurs de ¢.
¢x correspond au maximum de notre critére heuristique.

ou GAL, représente la loi de Laplace généralisée de Kotz et al| (2001, p. 257). Cette
expression constitue le premier calcul explicite de vraisemblance marginale pour un modéle
bayésien bruité bati sur I’ACPP. Notons cependant qulAndo (2009) a également obtenu
une expression exacte pour un modéle d’analyse factorielle a facteurs Student, modéle qui
n’est pas sans lien avec I’ACPP.

La dimension choisie par notre méthode sera donc celle conduisant a la plus grande
vraisemblance marginale. Notons tout de méme que ce résultat dépend des hyperpara-
métres ¢ et a. Afin de choisir ces paramétres, nous utilisons deux heuristiques. D’une
part, nous choisissons a afin que I’a priori sur o mette de la masse prés d’'un estimateur
¢ (comme par exemple I'estimateur du maximum de vraisemblance de Tipping et Bishop,
1999). Pour ce qui est de ¢, nous construisons une grille puis optimisons un critére heuris-
tique graphique basé sur I'allure de la courbe de vraisemblance marginale attendue. L’idée
de base est qu'une courbe "idéale" devrait avoir deux phases : une phase de croissance
rapide (I'ajout des dimensions de signal) et une de décroissance lente (les dimensions
de bruit). Cette différence de vitesse de croissance/décroissance assure que ’algorithme
préférera ajouter une dimension de bruit plutot que de tuer de I'information. Plus préci-
sément, notre critére assure que le ¢* choisi sera a 1’origine d'une courbe de vraisemblance
marginale comprenant deux phases bien distinctes (avant et aprés le maximum), telles
que la pente de la premiére phase est plus grande que celle de la deuxiéme phase. Cela
assure que notre courbe ne préférera pas la sous-estimation plutot que la surestimation
de la dimension intrinséque des données.

3 Simulations

Nous reprenons le schéma de simulation isotrope de Bouveyron et al.| (2011]) et calcu-
lons le pourcentage de bons choix de d pour cinquante répétitions. Nous comparons notre
méthode exacte (EBMS) avec I'approximation de Laplace de la vraisemblance marginale
de [Minka; (2000)), ainsi qu’avec la méthode de maximum de vraisemblance (ML) de Bou-
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FIGURE 2 — Simulations selon le schéma de Bouveyron et al. (2011) avec n = 70 et p = 50.

veyron et al| (2011)), la validation croisée généralisée (GCV) de [Josse et Husson (2012)
ainsi que la méthode profile likelihood (PL) de |Zhu et Ghodsi (2006)).

Dans le cadre largement non-asymptotique considéré (n = 70,p = 50), nous voyons
que seule notre méthode est compétitive a tous niveaux de bruit.

4 Conclusion

L’ACP est essentiellement une analyse exploratoire. Le consensus général est qu’au-
cune méthode de sélection de dimension n’est meilleure, dans I’absolu, que les autres. Ce-
pendant, il nous parait fondamental de continuer & explorer des pistes non-asymptotiques
de décision automatique afin d’aider le praticien a se faire une idée sur la structure des
données auxquelles il est confronté lorsque celles-ci sont peu nombreuses et /ou cotiteuses.
Notre travail, en s’éloignant des approximations asymptotiques habituellement faites en
sélection de modéle bayésienne, constitue un pas dans cette direction.
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