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Résumé. Nous nous intéressons à l'apprentissage de graphes ayliques dirigés engen-

drés par des données bruitées, ave un intérêt partiulier pour la grande dimension. Nous

proposons une proédure originale basée sur une formulation spéi�que du maximum de

vraisemblane pénalisé en norme ℓ1 qui déompose le problème d'estimation de graphes

en deux sous-problèmes d'optimisation : l'apprentissage de la struture topologique et

de l'ordre des n÷uds. Nous présentons des inégalités de onvergene pour le graphe es-

timé ainsi que GADAG, un algorithme destiné à la résolution du problème induit, sous la

forme d'un programme onvexe intégré à un algorithme génétique. Nous appliquons en�n

GADAG à des données simulant des réseaux de régulation géniques, et montrons qu'il se

ompare favorablement à l'état de l'art.

Mots-lés. Graphes, Optimisation, Grande dimension, Programme onvexe.

Abstrat.We are interested in learning the struture of direted ayli graphs span-

ned by noisy observations with a partiular interest on the high-dimensional ase. We

propose an original proedure based on a spei� formulation of the ℓ1-norm penalized

maximum likelihood, whih breakdowns the graph estimation into two optimization sub-

problems : topologial struture and node order learning. We provide onvergene inequa-

lities for the graph estimator. We also present GADAG, an algorithm devoted to solve

the indued problem, in the form of a onvex program embedded in a geneti algorithm.

We apply GADAG to simulated data that mimi gene regulatory networks and show that

it ompares favorably to state-of-the-art methods.

Keywords. Graphs, Optimization, High dimension, Convex program.
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Introdution

Notre travail se situe dans le adre d'équations struturelles gaussiennes, dérites par

Meinshausen et Bühlmann (2006). On souhaite reonstuire un graphe inonnu G0 dont les p
n÷uds sont assoiés à des variables aléatoiresX1, ..., Xp

, lesquelles dépendent linéairement

les unes des autres :

∀j ∈ J1, pK, Xj =

p
∑

i=1,i 6=j

(G0)
j
iX

i + εj, (1)

où εj ∼ N (0, σ2
j ) (σj onnus) est un bruit résiduel gaussien. L'ensemble des arêtes de G0

orrespond aux oe�ients non nuls de la matrie G0, le oe�ient (G0)
j
i représentant

la relation qui existe entre le n÷ud i et le n÷ud j. Etant donné un éhantillon i.i.d.

d'observations (X1, ...., Xp) de taille n (n << p) suivant le modèle (1), on souhaite estimer

la matrie G0 pour retrouver la struture du graphe G0 assoié.

A�n d'introduire de la ausalité, nous supposons que G0 est un Graphe Aylique Dirigé

(DAG). Nous supposons en outre que les varianes σ2
j des bruits assoiés à haune des

variables sont identiques (∀j ∈ J1, pK, σ2
j := σ2

), e qui permet d'assurer l'identi�abilité du

modèle (1) (Peters et al., 2011). Pour estimer la matrie G0 et retrouver la struture du

DAG assoié, notre approhe onsiste à maximiser la vraisemblane, que l'on pénalise pour

en limiter le nombre d'arêtes. Ce problème d'optimisation, que nous présentons Setion 1,

est partiulièrement omplexe à résoudre dû à la grande dimension (n << p) et à l'espae
des ontraintes (ensemble des DAGs). Une reparamétrisation du problème nous permet

de proposer un nouvel estimateur dont nous garantissons la onvergene (Setion 2) ainsi

qu'un algorithme permettant de le aluler (Setion 3).

1 Estimation par maximum de vraisemblane

Le modèle (1) peut être réérit sous la forme matriielle suivante :

X = XG0 + ε, (2)

où X est la matrie de taille n×p orrespondant à n observations des variables X1, ..., Xp
,

G0 :=
(

(G0)
j
i

)

1≤i,j≤p
est la matrie assoiée au DAG G0 qui a servi à générer les données

et ε est la matrie de taille n× p des bruits.

Une proédure naturelle pour estimer la matrie G0 et retrouver la struture du DAG

G0 assoié onsiste à maximiser la log-vraisemblane. Pour assurer la reonstrution d'un

graphe parimonieux, 'est-à-dire d'un graphe ayant seulement un petit nombre d'arêtes,

on régularise e problème d'optimisation en ajoutant une pénalité en norme ℓ1 :

Ĝ = argmin
G∈GDAG

{

1

n
‖X −XG‖2F + λ‖G‖1

}

, (3)
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où, pour toute matrie M := (M i
j)1≤i,j≤p, on note ‖M‖2F :=

∑

i,j(M
i
j)

2
la norme de

Frobenius et ‖M‖1 :=
∑

i,j |M
i
j | la norme ℓ1. L'espae des ontraintes GDAG désigne

l'ensemble des DAGs et le paramètre de pénalisation λ dé�nit la parimonie du modèle.

A�n de simpli�er la résolution du problème (3), nous nous appuyons sur une remarque

de Bühlmann (2011), qui érit la matrie d'adjaene G d'un DAG G omme une ombi-

naison d'une matrie de permutation et d'une matrie triangulaire inférieure strite.

Proposition 1.1 (Bühlmann, 2011). Une matrie d'adjaene G est ompatible ave

un DAG G si et seulement si il existe une matrie de permutation P et une matrie

triangulaire inférieure strite T telle que :

G = PTP T .

Graphiquement, la matrie de permutation dé�nit un ordre topologique entre les

n÷uds du graphe suivant le nombre d'arêtes entrantes. Elle n'est généralement pas unique,

sauf dans le as où il existe un hemin reliant l'ensemble des n÷uds. La matrie trian-

gulaire inférieure strite �xe quant à elle la struture du graphe (nombre d'arêtes). Cette

déomposition permet de réérire le problème d'optimisation (3) sous la forme suivante :

(P̂ , T̂ ) = argmin
P∈Pp(R),T∈Tp(R)

{

1

n
‖X −XPTP T‖2F + λ‖T‖1

}

, (4)

où Pp(R), respetivement Tp(R), est l'ensemble des matries de permutation, respetive-

ment triangulaires inférieures strites, de taille p. Une formulation similaire a été proposée

par van de Geer et Bühlmann (2013) pour l'étude théorique du problème de maximum de

vraisemblane pénalisé en norme ℓ0 mais n'a en revanhe jamais été exploitée d'un point

de vue algorithmique.

2 Inégalités de onvergene en prédition et estimation

D'un point de vue théorique, deux questions se posent :

� l'ordre des variables (information ontenue dans P ) n'étant pas unique, peut-on
garantir que P̂ , solution de l'équation (4), est ompatible ave le vrai graphe G0 au

sens où il existe une matrie triangulaire inférieure strite T telle que P̂ T P̂ T = G0 ?

� le graphe assoié à Ĝ := P̂ T̂ P̂ , où (P̂ , T̂ ) sont solutions de l'équation (4) est-il

prohe du vrai graphe G0 ?

Sous des hypothèses onernant prinipalement la dimension du problème (p log p =
O(n)), nous avons obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.1. Si λ = 2C
√

s log(p)/n, où s2 désigne le nombre d'arêtes de G0, alors,

ave grande probabilité, P̂ est ompatible ave G0. De plus, les deux inégalités suivantes
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sont satisfaites ave grande probabilité :

1

n
‖XĜ−XG0‖

2
F ≤ Cs3

log p

n
,

‖Ĝ−G0|1 ≤ Cs5/2
√

log p

n
.

Le Thérorème 2.1 se base sur les travaux de van de Geer et Bühlmann (2013) autour

du maximum de vraisemblane pénalisé en norme ℓ0 et eux de Bikel et al. (2009) autour
du Lasso. Il assure un bon omportement de l'estimateur (4) onsidéré, sous réserve d'un

ompromis entre nombre de variables p, taille de l'éhantillon n et parimonie s2.

3 L'algorithme GADAG

Dans ette setion, nous présentons GADAG (Geneti Algorithm for learning DAG),

un algorithme dont le but est de résoudre le problème de double optimisation (4). Il faut

remarquer que si l'ordre des variables au sein du graphe est onnu (P �xé), le problème (4)

se ramène à un problème lassique de minimisation de fontions onvexes sous ontraintes

onvexes, que l'on peut résoudre à l'aide d'un algorithme de desente de gradient. La

di�ulté réside don dans l'exploration de l'ensemble Pp(R) des matries de permutation,

qui nous a amené à nous intéresser aux algorithmes génétiques (Mihalewiz, 1994).

Initialisation

Population de permutations

Séletion

Algo

génétique

Croisement

Mutation

Problème résolu ?

Reherhe de struture optimale

Evaluation de la vraisemblane

Desente

de gradient

Figure 1 � Algorithme GADAG pour la résolution du problème d'inférene de DAGs.

L'algorithme GADAG est ainsi omposé d'une boule externe onsistant à explorer

intelligemment l'ensemble des permutations par un algorithme génétique dont nous redé-

�nissons les opérateurs lassiques de roisement, de mutation et de séletion pour qu'ils

s'adaptent à notre problème. Une boule interne permet de mesurer le omportement de
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haune des permutations explorées vis-à-vis du problème onsidéré en assoiant, à haque

permutation, le T ∗
optimal qui lui est assoié, obtenu en résolvant le sous-problème de

minimisation (4) à P �xé (voir Figure 1).

4 Simulations

Pour valider la méthode proposée, nous utilisons des jeux de données simulés issus

du hallenge DREAM4. Bien que simulées, es données reproduisent des régulations qui

existent entre un ensemble de gènes (p = 100) dans des réseaux de régulation géniques

(5 au total). Nous omparons GADAG à quatre algorithmes lassiquement utilisés pour

résoudre des problèmes d'inférene de graphes : Genie3 (Huynh-Thu et al., 2010), basé

sur des forêts aléatoires, BootLasso, une version bootstrappée du Lasso (Bah, 2008), et

les algorithmes bayésiens GSE (Chikering, 2002) et PC (Spirtes et al., 2000).

Pour omparer es di�érentes méthodes, nous mesurons, à paramètre de pénalisation

λ �xé, le nombre de vrais positifs V P (arêtes orretement prédites), de faux positifs FP
(arêtes prédites à tort), de faux négatifs FN (arêtes manquantes) et de vrais négatifs V N
(arêtes orretement non prédites). Cela nous permet alors de aluler le reall (V P/(TP+
FN)), orrespondant à la puissane de reonstrution de la méthode, ainsi que sa préision

(V P/(V P + FP )). En faisant varier λ entre 0 et +∞, nous traçons alors les ourbes

préision-reall, qui montrent l'évolution de es deux quantités en fontion du nombre

d'arêtes du graphe. Les résultats obtenus sont présentés Figure 2.

De manière générale, l'algorithme GADAG se plae idéalement en omparaison des

autres algorithmes, ave une plus grande aire sous la ourbe. Cei est partiulièrement

vrai sur les réseaux B, C et D.
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Figure 2 � Courbes préision-reall pour les inq jeux de données DREAM4 et les inq
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