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Résumé. Nous étudions le problème de l’estimation du paramètre drift inconnu dans
les équations différentielles stochastiques incluant le mouvement brownien fractionnaire,
les coefficients fournissant des exigences standard d’ existence–unicité. Nous considérons
un cas particulier où le rapport des coefficients de drift et de diffusion n’est pas aléatoire
et établissons la consistance forte de l’estimateur avec des rapports différents, à partir de
nombreuses classes de fonctions standard non aléatoires. Des simulations sont fournies
pour illustrer nos résultats.

Mots-clés. estimateur du paramètre, mouvement Brownien fractionnaire, consistance
forte . . .

Abstract. We consider a complete probability space (Ω,F ,P, {Ft, t ∈ R+}) with
filtration {Ft, t ∈ R+} satisfying the standard assumptions. We investigate the problem
of estimation of the unknown drift parameter θ in the stochastic differential equations
driven by fractional Brownian motion, with the coefficients supplying standard existence–
uniqueness demands. We consider a particular case when the ratio of drift and diffusion
coefficients is non-random, and establish the strong consistency of the estimator with
different ratios, from many classes of non-random standard functions. Simulations are
provided to illustrate our results.
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1 Introduction

On considère (Ω,F ,P, {Ft, t ∈ R+}) un espace probabilisé filtré. On veut estimer le
paramètre drift θ de l’équations différentielles stochastiques suivante :

Xt = x0 + θ

∫ t

0

a(s, Xs)ds +

∫ t

0

b(s,Xs)dBH
s , t ∈ R, (1)

où (BH
t )t∈R+ est le mouvement Browien fractionnaire de paramètre de Hurst 1

2
< H < 1

et a, b sont deux fonctions mesurables sur [0, T ]× R+. On va étudier la consistance forte
des estimateurs, standard et non standard, du paramètre θ. On va présenter aussi des
exemples dans le cas particulier où le rapport des coefficients a et b est non aléatoire.

2 Construction d’estimation du drift paramètre

2.1 Estimation Standard : Maximum de vraissemblance

(A1) Condition de croissance linéaire : ∀ s ∈ [0, T ] et x ∈ R, |a(s, x)|+ |b(s, x)| ≤ K(1 + |x|)
(A2) b(t, x) differentiable en x et ∃ β ∈]1−H, 1[ ; ∀ s, t ∈ [0, T ] et x ∈ R,

|a(s, x)− a(t, x)|+ |b(s, x)− b(t, x)|+ |∂xb(s, x)− ∂xb(t, x)| ≤ K|s− t|β

(A3) Condition Lipschitzienne : ∀ t ∈ [0, T ] et x, y ∈ R ;
|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|
(A4) ∃ρ ∈]32 −H, 1[ ; ∀t ∈ [0, T ] et x, y ∈ R, |∂xb(t, x)− ∂xb(t, y)| ≤ D|x− y|ρ

Sous les conditions (A1)− (A4), ∀ t ∈ [0, T ] et pour α > 1−H, l’éxistence et l’unicité de X
ont été prouvé dans [?].

On suppose que :

(B1) ∀ t ∈ [0, T ], b(t,Xt) 6= 0 et a(t,Xt)
b(t,Xt)

est p.s Lebesgue intégrable sur [0, T ].

On note ψ(t, x) = a(t,x)
b(t,x) et ϕ(t) := ψ(t, Xt).

On considère Jt =
∫ t
0 lH(t, s)ϕ(s)ds avec lH(t, s) = cHs

1
2
−H(t− s)

1
2
−H10<s<t

et cH =
(

Γ(3−2H)

2HΓ( 3
2
−H)3Γ(H+ 1

2
)

) 1
2

Soit MH
t la martingale gaussienne de Molchan [?] définit par :

MH
t =

∫ t

0
lH(t, s)dBH

s

telque 〈MH〉t = t2−2H . On considère : Yt =
∫ t
0 b−1(s, Xs)dXs = θ

∫ t
0 ϕ(s)ds + BH

t ,
Zt =

∫ t
0 lH(t, s)dYs = θJt + MH

t et χ(t) = (2− 2H)−1J ′(t)t2H−1
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Et donc :

Zt = (2− 2H)θ
∫ t

0
χ(s)s1−2Hds + MH

t = θ

∫ t

0
χsd〈MH〉s + MH

t

Proposition 1 Soit ψ(t, x) ∈ C1(R+)×C2(R) et les conditions (A1), (A2), (A3), (A4) et (B1)
sont vérifiées et si de plus on a :
(B2)EIT := E

∫ T
0 χ2

sd〈MH〉s < ∞, ∀T > 0,
(B3)EI∞ :=

∫∞
0 χ2

sd〈MH〉s = ∞ p.s
Alors :

θ
(1)
T =

∫ T
0 χsdZs∫ T

0 χ2
sd〈MH〉s

= θ +

∫ T
0 χsdMH

s∫ T
0 χ2

sd〈MH〉s
est fortement consistent quand T −→ +∞.

Pour montrer cette proposition il suffit de montrer que
∫ T
0 χsdMH

s∫ T
0 χ2

sd〈MH〉s
−→ 0 p.s quand T −→∞

2.2 Estimation non standard

L’estimation standard n’est pas toujours valable, mais par contre on peut utiliser l’estimation
non standard.
On considère l’estimateur suivant:

θ
(2)
T =

∫ T
0 ϕsdYs∫ T
0 ϕ2

sds
= θ +

∫ T
0 ϕsdBH

s∫ T
0 ϕ2

sds

Theorem 1 Si les conditions (A1), (A2), (A3), (A4), (B1) et (B2) sont vérifiées et si de plus
on a :
(B4) ∃ α > 1−H et p > 1 ;

lim
T→+∞

TH+α−1(log T )p
∫ T
0 |(Dα

0+ϕ)(x)|dx∫ T
0 ϕ2(x)dx

= 0 p.s

Alors θ
(2)
T est bien définit et fortement consistant quand T −→∞.
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