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Résumé. Dans ce travail, nous proposons un estimateur semi-paramétrique d’une fonction
de masse de probabilité multidimensionnelle. Cet estimateur est composé d’une partie paramé-
trique dirigée par la distribution multivariée de Poisson, et d’une partie non-paramétrique qui
est une fonction discrète inconnue de poids à estimer par la méthode du noyau associé discret
multivarié. La sélection de la matrice des fenêtres de lissage est effectuée essentiellement par
une approche bayésienne. Un modèle de diagnostic est présenté afin d’orienter le choix entre
les approches semi-paramétrique, paramétrique et non-paramétrique. Les performances de la
méthode proposée sont illustrées sur des données réelles.

Mots-clés. Approche bayésienne, distribution multivariée de Poisson, noyau binomial, va-
lidation croisée

Abstract. This work treats the semiparametric estimator of multivariate probability mass
function. This estimator is composed by a parametric part directed by a multivariate Poisson
distribution, and a nonparametric part which is an unknown weight discrete function to be esti-
mated through discrete associated kernels. The selection of the matrix of bandwidths is carried
out essentially by a Bayesian approach. The diagnostic model is discussed to make an appro-
priate choice between the parametric, semiparametric and nonparametric approaches. Perfor-
mances of the proposed method are illustrated on real count data.

Keywords. Bayesian approach, binomial kernel, cross-validation, multivariate Poisson dis-
tribution

1 Introduction
En multivariés, trouver une distribution multidimensionnelle (paramétrée) adéquate pour

modéliser un jeu des données de comptage est encore un challenge. Surtout que les notions
essentielles de sur-, equi- et sous-dispersion en multivarié pour ces données ne sont pas encore
bien établies dans la littérature ; voir le récent travail de Kokonendji & Puig (2017). Par ailleurs,
sans hypothèse spécifiée de loi paramétrée on peut aussi laisser parler les données de comptage à
l’aide d’une approche non-paramétrique pour estimer la fonction de masse de probabilité (fmp)
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multidimensionnelle ; voir par exemple Belaid et al. (2016ab). Soient X1, . . . ,Xn des vecteurs
aléatoires indépendants et identiquement distribués (iid) de fmp multivariée commune inconnue
f à estimer sur Td ⊆ Nd pour d ≥ 2. L’estimateur à noyau associé discret multivarié f̃n de f
s’écrit de la forme :

f̃n(x) =
1

n

n∑
i=1

Kx,H(Xi), x ∈ Td, (1)

où H est la matrice des fenêtres de lissage tels que H ≡ Hn → 0d quand n → ∞ (0d est la
matrice carrée nulle d’ordre d) et Kx,H(·) est le noyau associé discret multivarié qui est une fmp
de support Sx,H ⊆ Zd vérifiant les conditions : Sx,H ⊇ x, lim

H→0d
E(Zx,H) = x, lim

H→0d
Cov(Zx,H) =

0d ou Diag([0, 1)d) i.e. d’éléments diagonaux dans [0, 1), avec Zx,H un vecteur aléatoire de loi
Kx,H . Puisqu’il n’est pas encore immédiat d’obtenir un noyau associé discret multivarié, nous
utilisons le produit des noyaux associés discrets univariés, Kx,H(·) =

∏d
j=1Kxj ,hj(·), où Kxj ,hj

peuvent être de même famille. En général, le choix du noyau associé est adapté au support de
la fonction inconnue à estimer (p.ex. Kokonendji et Senga Kiessé, 2011).

Comme un compromis entre l’estimation non-paramétrique (1) et l’estimation paramétrique,
nous proposons l’approche semi-paramétrique pour estimer f . Cette approche a été introduite
par Hjort et Glad (1995) dans le cas continu multivarié et utilisée par Kokonendji et al. (2009)
dans le cas discret univarié ; ce dernier a été récemment amélioré par Senga Kiessé et al. (2016)
essentiellement pour le choix de fenêtre à la bayésienne. Dans ce travail, nous partons du constat
que toute distribution d’un vecteur de dénombrement peut s’écrire comme la distribution d’une
loi multidimensionnelle de Poisson pondérée par une fonction de poids appropriée, c’est-à-dire :

f(x) = ω(x)p(x,θ) =: fω,θ(x), (2)

où p(x,θ) est la partie paramétrique suivant la loi multidimensionnelle de Poisson, et ω(x) est
la fonction poids inconnue à estimer par une méthode de noyau associé. Nous présentons aussi
les approches bayésienne locale et validation croisée (globale) pour le choix de la matrice des
fenêtres de lissage en utilisant simplement le noyau binomial produit. Enfin, on effectue une
illustration sur des données réelles.

2 Méthodologie et résultats
Pour le point de départ paramétrique dans (2), on considére la forme explicite de fmp jointe

de distribution multivariée de Poisson (MP) avec une corrélation positive commune pour toutes
les paires (Xi, Xj) deX = (X1, . . . , Xd)

> :

MP (X = x|µ;σ2
0) = exp

(
−σ2

0 −
d∑
i=1

µi

)
min(x1,...,xd)∑

k=0

d∏
j=1

µ
xj
j

xj
C
xj
k (k!)d−1

(
σ2
0

µ1 · · ·µd

)j
, (3)

avec σ2
0 = σij = Cov(Xi, Xj) ≥ 0 pour tout i 6= j et µ = (µ1, . . . , µd)

> ; voir, par exemple,
Johnson et al. (1997). Selon la valeur du paramètre σ2

0 , on ne distingue que deux situations
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intéressantes : la première est le modèle MP indépendant avec σ2
0 = 0, où la distribution (3) est

réduite au produit de d fmp de Poisson univariés ; la seconde est le MP ayant la même covariance
σ2
0 > 0 et dépendant de d+ 1 paramètres. La partie paramétrique p(·,θ) de l’équation (2) est la

distribution MP (·,θ) avec θ = (µ, σ2
0). Ainsi, toutes les autres situations sont passées dans la

pondération ωθ(x) = ω(x,θ), y compris σij < 0 pour lesquels σ2
0 = sup(0, σij).

Nous définissons alors l’estimateur semi-paramétrique de f de (2) via (3) par :

f̂(x) =MP (x, θ̂n) ω̃(x, θ̂n) =
1

n

n∑
i=1

d∏
j=1

MP (x, θ̂n)
MP (Xi, θ̂n)

Kxj ,hj(Xij), x ∈ Td, (4)

où θ̂n = (µ̂n, σ̂
2
0) avec µ̂n = 1

n

n∑
i=1

Xi = (X1, . . . , Xd)
> et σ̂2

0 = 2
(n−1)d(d−1)

d∑
j 6=k

n∑
i=1

(Xij −

Xj)(Xik−Xk). Entre autre, on montrera que θ̂n → θ̂0 := argmin
θ

∑
x∈Td

f(x) log[f(x)/MP (x,θ)]

quand n→ +∞. Le noyau associé multivarié utilisé est le produit des noyaux binomiaux univa-
riésBx,h(·) suivants la loi binomialeB(x, h) avec sa fmpBx,h(y) =

(x+1)!
y!(x+1−y)!

(
x+h
x+1

)y (1−h
x+1

)x+1−y
.

La matrice des fenêtres de lissage est sélectionnée par les deux approches suivantes.

Approche par validation croisée globale

La matrice des fenêtres optimale, notéeHLSCV , est donnée par : ĤLSCV = arg min
H∈M

LSCV (H),
avec

LSCV (H) =
1

n2

n∑
i=1

n∑
`=1

1

MP (Xi, θ̂n)MP (X`, θ̂n)

∑
x∈Td

MP 2(x, θ̂n)

×
d∏
j=1

Bxj ,hj(Xij)Bxj ,hj(X`j)−
2

n(n− 1)

n∑
i=1

∑
`6=i

d∏
j=1

BXij ,hj(X`j)
MP (Xi, θ̂n,−i)

MP (X`, θ̂n,−i)
,

oùM est l’espace des matrices de lissage symétriques définies positives, et θ̂n,−i est calculé à
partir de θ̂n sans l’observation Xi.

Approche bayésienne locale
L’estimateur bayésien local de H est défini comme suit :

ĤBayesL(x) =
∫
M
Hπ̂(H|x,X1, . . . ,Xn)dH,

où π̂(H|x,X1, . . . ,Xn) = f̂n(x)π(H)
[∫
M f̂n(x)π(H)dH

]−1
est l’estimateur de la loi a poste-

riori et π(H) est la loi a priori bêta de paramètres positifs α et β. En exploitant la conjugalité,
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nous obtenons la forme exacte des éléments diagonaux de l’estimateur de H comme suit :

ĥj(xj) = D−1B
n∑
i=1

MP (x, θ̂n)
MP (Xi, θ̂n)

Xij∑
k=0

AijkB(Xij − k + α + 1, xj −Xij + β + 1)


×

 d∏
m=1
m6=j

Xim∑
k=0

AimkB(Xim − k + α, xm −Xim + β + 1)

 ,

avec B(α, β) =
∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt pour α, β > 0,

DB =
n∑
i=1

MP (x, θ̂n)
MP (Xi, θ̂n)

d∏
j=1

Xij∑
k=0

(xj + 1)!xkjB(Xij − k + α, xj −Xij + β + 1)

(xj + 1−Xij)!k!(Xij − k)!(xj + 1)xj+1

et

Aijk =
(xj + 1)!xkj

(xj + 1−Xij)!k!(Xij − k)!(xj + 1)xj+1
.

Résultats
Les performances de l’estimateur (4) sont mesurées via l’erreur quadratique intégrée em-

pirique ISE0 =
∑

x∈Nd [f̂n(x) − f̂0(x)]2, où f̂0 est l’estimation empirique de f . Le modèle de
diagnostic consiste à examiner le graphe de la fonction poids
x 7→ ω̃(x, θ̂n) = (1/n)

∑n
i=1

∏d
j=1Bxj ,hj(Xij)/MP (Xi, θ̂n), ou bien la fonction x 7→ Z(x) :=

log ω̃(x, θ̂n) = log[f̂(x)/MP (x, θ̂n)], avec une bande de confiance ±1.96 pour vérifier si
ω(x) = 1 est acceptable ou non. En pratique, si le taux des points se trouvant à l’intérieur
de la bande est < 5% alors il est préférable de considérer l’estimation non-paramétrique ; si le
taux appartient à [5%, 95%] c’est pour l’estimation semi-paramétrique ; et, si le taux est > 95%
alors il faudrait considérer une estimation paramétrique (donc poissonnienne en occurrence).

Dans le but d’illustrer cette méthodologie, nous étudions trois jeux de données réelles pour
d = 2. Le premier (i) représente le nombre de plantes de type Lacistema aggregatum (y1) et
Protium guianense (y2) observées dans la forêt de Trinidad, voir Holgate (1966). Les données
(ii) concernent le nombre de céphalophes bleus (y1) et d’autres petits animaux (y2) chassés
dans un village en Guinée, voir Bonat et al. (2016). Le dernier jeu de données (iii) est relatif au
nombre de consultations chez un médecin (y1) et le nombre de médicaments (y2) consommés
dans cette période ; ces données ont été récoltées dans une enquête sur la santé en Australie, voir
Cameron et Trivedi (1998). La Table 1 résume les caractéristiques statistiques de ces données
ainsi que la valeur de l’indice généralisé de dispersion ĜDI , donné comme suit :

ĜDI =
σ̂2
1µ̂1 + σ̂2

2µ̂2 + 2ρ̂σ̂1σ̂2
√
µ̂1µ̂2

µ̂2
1 + µ̂2

2

.
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TABLE 1 – Résumé des statistiques des données.

Données n µ̂1 µ̂2 σ̂2
1 σ̂2

2 ρ̂ ĜDI σ̂12
(i) 100 0.9500 0.6000 1.4217 0.6667 0.1141 1.5195 0.1111
(ii) 1216 4.4498 0.7113 19.3802 2.2927 −0.0432 4.2766 −0.2882
(iii) 5190 0.3017 0.8626 0.6370 2.0032 0.3077 2.7240 0.3476

TABLE 2 – Valeurs des ISE0 selon la méthode de fenêtres et celles de diagnostic (en %).

Modèles ⇒ Semi- param. σ20 = 0 Semi- param. σ20 > 0 Non-param
Données � LSCV Bayes Diagn. LSCV Bayes Diagn. Bayes

(i) 1.32e-04 4.02e-05 44 1.26e-04 2.98e-05 38 5.86e-05
(ii) 5.52e-09 2.04e-10 36 – – – 7.22e-10

(iii) 6.79e-03 8.51e-06 4 5.12e-03 8.23e-06 8 2.78e-09

Note : Le gras est pour les meilleurs résultats ; le cas σ20 > 0 n’est pas applicable pour les données (ii).

Voir Kokonendji et Puig (2017) qui disent que la distribution des données bivariées de comptage
est surdispersée (équidispersée et sousdispersée) si ĜDI > 1 (=1 et ∈ [0, 1), respectivement).

Les résultats obtenus sont illustrés dans la Table 2, qui rapporte les ISE0 obtenus par les
deux approches : semi-paramétrique et non-paramétrique, en utilisant le même noyau binomial
produit . Les choix de fenêtres sont réalisés avec la méthode bayésienne locale (Bayes) pour les
deux approches et aussi par LSCV pour le semi-paramétrique qui apparaît moins performant
que Bayes. En semi-paramétrique, on a considéré deux départs poissonniens MP avec : σ2

0 = 0
puis σ2

0 > 0 ; sauf pour les données (ii) où l’on a σ̂12 = −0.2882 < 0 (Table 1) et, donc, on ne
considère que l’approche semi-paramétrique avec σ2

0 = 0.
À partir de ces résultats de la Table 2, on obtient des performances (par rapport à ISE0) qui

sont conformes à la nouvelle approche semi-paramétrique et au diagnostic résultant. En effet,
les diagnostics (44% et 38%) pour les données (i) suggèrent l’utilisation d’une approche semi-
paramétrique avec σ2

0 > 0 comme préférence. Pour les données (ii) avec un diagnostic à 36%,
on obtient aussi la suggestion d’une modélisation semi-paramétrique mais avec σ2

0 = 0, car
σ̂12 = −0.2882 < 0. Quant aux données (iii), les résultats de diagnostics (4% et 8%) montrent
qu’il est préférable de laisser parler ces données à travers l’approche non-paramétrique.

3 Conclusion
Dans ce travail, nous avons présenté l’approche semi-paramétrique pour l’estimation des

fonctions de masse de probabilités multivariées. En plus d’être simple, facile à mettre en œuvre
et efficace, l’estimateur proposé est bien approprié dans le cadre des données multivariées de
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comptage pour des échantillons de tailles petites et moyennes ; c’est dans cette situation où
des modèles paramétriques font souvent défaut. Aussi, nous soulignons le grand intérêt du mo-
dèle de diagnostic pour l’orientation vers la méthode d’estimation adaptée : paramétrique, non-
paramétrique et semi-paramétrique. Les résultats numériques basés essentiellement sur le noyau
binomial produit et une sélection de fenêtres par la méthode bayésienne locale sont déjà pro-
metteurs et ont vocation à être améliorés très prochainement selon les résultats théoriques en
cours d’élaboration.
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