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Résumé. On étudie ici un modele de risque de renouvellement avec un processus
de Poisson fractionnaire composé pour modéliser le montant cumulé des sinistres. Des
résultats sur la probabilité de ruine (en temps fini et infini) sont présentés avec des mon-
tants de sinistre de distribution a queue lourde.
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Abstract. We study a renewal risk model in which the surplus process of the insurance
company is modeled by a compound fractional Poisson process. Some results for the ruin
probabilities (finite and infinite time) are presented for heavy-tailed claim size distribution.
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1 Modele de risque et théorie de la ruine

En actuariat, la théorie de la ruine consiste en la modélisation mathématique et en
I’étude de I’'évolution des richesses d'une compagnie d’assurance. La problématique la plus
souvent posée dans ce domaine est le calcul de la probabilité de ruine de la compagnie,
c’est-a-dire de la probabilité que ses réserves financieres passent sous la frontiere fatidique
du zéro. La théorie de la ruine a pris naissance en Suede au début du 20eéme siecle dans
les travaux de [4], relayés par [5] et [3].

Le modele classique de la théorie de ruine, le modele de Cramér-Lundberg, représente
I’évolution des réserves d'une compagnie d’assurance par un processus Poisson-composé
avec dérive. Explicitement, si on note (R(t)):>o le processus qui modélise les réserves, on

a:
N(t)

R(t)=u+ct—» Xi, (1)

ou



— u, ¢ sont deux réels supposés positifs, représentant respectivement les réserves
initiales de la compagnie et le taux de cotisation demandé aux assurés, qui est
supposé constant,

— (N(t))t>0 est un processus de Poisson homogene d’intensité A\ représentant le
nombre de sinistres,

— X, est une variable aléatoire positive représentant le montant du 7™ sinistre. Les
(X;)i>1 sont supposés indépendants, identiquement distribués (noté i.i.d par la
suite) et indépendants de (N(t));>0. On notera F' leur fonction de répartition.

Les travaux en théorie de la ruine s’intéressent majoritairement au calcul de la probabilité
de ruine, en temps fini et infini dont voici les définitions.

Définition 1 La probabilité de ruine en temps fini T avec réserves initiales u, notée
W(u, T) correspond a la probabilité que les réserves deviennent strictement négatives a un
instant précédant T'. Fxplicitement, pour u, T > 0,

U(u, T)=P(3s € [0,T],R(s) <0) .
La probabilité de ruine en temps infini est définie naturellement, pour u > 0 par

(u) = Tlgrgoiﬁ(u, T)=P(3s>0,R(s) <0) .

2 Le processus de Poisson fractionnaire

Le processus de Poisson fractionnaire a été défini par [7] comme un processus de renou-
vellement avec des temps inter-arrivées distribués selon une loi Mittag-Leffler. Mathématiquement,
la suite des temps inter-arrivées (Aq, )x>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes
dont la distribution commune est donnée par

P(Ap, > t) = Eg(—At") (2)

pour A >0et 0 <H <1, ou

Ey(z) = kX; ESD]

est la fonction de Mittag-Leffler (I' étant la fonction Gamma d’Euler) définie pour tout
nombre complexe z. La distribution des temps inter-arrivée peut étre aussi caractérisée
par leur transformée de Laplace

A

Lu(§) = E(exp(—§Arg,)) = Nt



En notant T,, = Aq, + ...+ Ar, le temps d’arrivée du n-eme saut, le processus (Ny(t))i>o0,
défini par

Ny(t) =max{n >0 : T, <t} = Z 17, < (3)

k>1

est un processus de renouvellement avec des temps inter-sauts Mittag LefHler, appelé pro-
cessus de Poisson fractionnaire de parametre H. Son espérance est donnée par la formule
suivante
At A

r1+H) (4)
On peut mentionner ici une définition équivalente du processus de Poisson fractionnaire
(voir [6]) en tant que processus de Poisson avec changement de temps (N (Ey(t))) 1s0 Ol
(Ex(t))s0 est Pinverse, continu & droite, d’un subordinateur standard H—stable (Dy (t));0,
ie. By(t) =inf{r > 0: Dy(r) > t} ot E[e*Pu)] = exp(—ts™).

E(Nu(t)) =

3 Principaux résultats

Nous considérons ici le modele de risque suivant

Nu(t)
Ry=u+ct— Y X;, t>0 (5)

=1

qui est le modele présenté en (1) ou le processus de Poisson (N(t));>0 est remplacé par
le processus de Poisson fractionnaire (Ng(t)):>0. Nous nous focaliserons ici sur des mon-
tants de sinistre dont la distribution est a queue lourde. D’autres résultats pour des
distributions & queue légere sont présentés dans [2]. On considere donc que les X;’s sont
sous-exponentiels (noté X € §) i.e, avec F(t) = 1 — F(t) et F(t) = P(X; < t),on a
limy_oo F*2(t)/F(t) = 2 ott F*? est la convolé (en distribution) deux fois de F.

Nous rappelons ici un résultat connu qu’on peut trouver par exemple dans [1] (Lemma
X.2.2).

Lemme 1 Soit (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de distribution commune F' € § et soit K une variable aléatoire indépendante
a valeurs entiéres telle que E(2%) < oo pour un z > 1. On a

P <ZY; > a:) ~ E(K) F(x) quand x — oo. (6)

Voici maintenant un premier résultat pour la probabilité de ruine en temps fini.



Proposition 1 Soit (R;)i>o0 le processus de risque défini par (5). Si la distribution F des
montants de sinistre est sous-exponentielle alors

U(u,t) ~ B(Nu(t)) F(u) (7)
quand u tend vers +o00.
On a également
M (u)
W(u,t) ~ T+ H) quand u — o0, (8)

avec 'expression explicite de la moyenne de Ny(t) donnée par (4).

Preuve
Commencons par les inégalités suivantes

Nu () Nu(t)
ZXi>u+ct <Y(u,t) <P ZX¢>U 9)
i=1 i=1
et apphquons le Lemme 6 & P(Z u(t) X; > x) avec x = u ou z = u+ct. On peut montrer
que E(zM1®) est fini pour tout z > 1 (voir [2]) donc avec le Lemme 6 on déduit que
NH(t
Z X;>z| ~ E(Nut))F(z).
T—>00
De plus, on a F(u+t) ~ F(u). Par conséquent (9) donne (7). O
uU—r00

Voici maintenant le résultat en temps infini.

Théoréme 1 Pouri > 1, soit & = X; — cAr, & = max{—¢,0} et

m(z) = Emin{¢, 2} — /Oxp(g > y)dy.z > 0. (10)

Supposons que

/0 WdF(QJ) is finite. (11)

— Soit G(x) = min (1 [ K x“)dt) Si X1 €8 et GeS alors

w(u)N%, U — 00, (12)
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— Supposons que F(z) = L(x)z™ avec L une fonction & variation lente et o > 0

(donc X, est a variation réguliére de paramétre a et est donc sous-exponentielle).
— St a > H alors

I'a—H
p(u) ~ %U_O‘H{L(u) U — 00. (13)
— St a=H alors
A T L(t)

~ dt . 14
O e B (14)
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